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Resumen

Una de las formagle demostrar que deben dominar los futuros matemiticos son las
demostraciones directas. En este art'culo se presenta una investigaci—n en la cual
estudiantes universitarios realizaron una tarea en la que tienen que aplicar los
conocimientos adquiridos mediante una ingenier'a didfctica para realizar este tipo de
demostraciones. Concretamente la tarea no estt inscrita en un contexto matemzitico para
comprobar si los alumnos son capaces de transferir un conocimiento ya adquirido a
situacones nuevas.

La soluci—n de la actividad se gener— en discusiones en peque—0S grupos y en gran
grupo guiadas por el profesor. Ambas fueron grabadas en su totalidad y analizadas con

el modelo RBE&C (Schwarz, Dreyfus & Hershkowitz, 2009) para documentar c—mo
ocurre el proceso de construcci—n. En el antlisis se comprueba mediante las acciones
epistZmicas de consolidaci—n c—mo, aunque los alumnos se tienen que enfrentar con las
dificultades asociadas a una demostraci—n, son capaces de utilizar el conocimiento
recientemente adquirido.

Introduccion

Las dificultades de los estudiantes universitarios para el manejo de la demostraci—n ha
sido centro de atenci—n de numerosos art’culos de investigaci—n en educaci—n. En
MZxico, al igual que en muchos otros pa’ses, ddaque actualmente marginado en el
curriculum preuniversitario y acen en elehiuniversitario estt concebidenicamente

como herramienta transparente, no cuestionada y que aparece en el discurso matemitico
como algo cetil para describir otros objetosefudat la veracidad de un resultado). A esta
noci—n Chevallard (1985) la llapa@ramatemiticaHay que tener en cuenta que, por
ejemplo,en un curso de flgebra, ctlculo, geometra, etc., se usa esta noci—n de la
demostraci—n sin que se cuestione a los astesli sobreu naturaleza o significado, o
simplemente sobre AquZ es una demostraci—n? Sin embargo en un curso de l—gica
matemztica formal s’ que puede tomar un papel relevante y verse por s’ misma como un
objeto de estudio, o bien como una noci—n matamit

En unestudioanterior exploratoricse observa quen generalos estudiantesio son

capaces de esbozana demostraci—n completa y consistente, y acen en estos casos se
aprecia imprecisi—n en el usd leénguaje (Alvarado & Gonztlez, 2010). Para Moor

(1994) y paralba—es yOrtega (2002), incluso las pruebas mis triviales son grandes
desaf'os para los estudiantes de matemifticas superiores que no s—Io tienen dificultades
para producirlas, sino tambiZn para reconocerlas como demostraciones.



Para Thomgon (1996) y Goetting (1995) las demostraciones mis dif'ciles, incluso para
estudiantes de los cursos avanzados de matemiticas, son la prueba por contradicci—n y
la prueba por contraposici—n, porque gran parte del tiempo se estf trabajando con
afirmacionegjue son falsas y si no se estf atento a la situaci—n, esto puede provocar una
gran confusi—n de ideas.

Weber (2001) se-ala que las dificultades de los estudiantes universitarios con la
demostraci—n se deben a la ausenciaca®cimiento estratZgicogs deir,
conocimiento de tZcnicas de demostraci—n, de c—mo elegir los hechos y los teoremas
que se deben aplicar o de cufndo utilizar o no un conocimiento sintfctico (como
opuesto a conocimiento conceptual o semintico) basado exclusivamente en la
manipulaci—simb—lica y el uso de procedimientos matemiticos.

La demostraci—n no se ense—a como cont&udndo se les pregurddos estudiantes

sobre la forma en que aprenden a demostvarespuesta suele s€cuando el profesor

realiza alguna en el pizarr—negendo el libroE. Un retrato de la forma en que los
estudiantes aprenden a demostrar nos lo proporciona la experiencia personal de
Thurstort (1994), Ccuando comencZ como un estudiante de licenciatura en Berkeley,
tuve problemas imaginando como podr'a "dstrar" un teorema nuevo e interesante.
Realmente no entend’a quZ era una demostraci—n. Asistiendo a seminarios, leyendo
art'culos, y dirigiZndome a otros estudiantes de licenciatura, gradualmente empecZ a
entenderlcE (p.168)

En esta comunicaci—n, a ipatel marco te—rico Abstracci—n en Contexto (Schwartz,
Dreyfus & Hershkowitz, 2009, se analiza el proceso de soluci—n de una actividad de
demostraci—n en un contexto extramatemitico realizada por alumnos universitarios de
MZxico. Para ello se describedatividad situfndola dentro de una investigaci—n mis
amplia y en el contexto en el que se realiz—. Se analiza el proceso de soluci—n realizado
tanto en peque—o0 grupo, como en gran grupo dirigidos por el profesor y finalmente se
establecen algunas de lasiclusiones.

Marco teorico

Schwarz, Dreyfus y Hershkowitz (2009) defin&nstracci—n en ConteX@iC por sus

siglas en inglZs) como Cuna actividad vertical de reorganizaci—n de constructos
matemiticos previos dentro de la matemitica y con significadosnfietes para
conducir hac’a un constructo que es nuevo para el aprendizE (p. 24).

Un proceso de abstracci—n tiene tres etipascesidad de un nuevo constructo, la
emergencia de un nuevo constructo y su consolidacerecesidad puede derivarse de

una motivaci—n intrrnseca para vencer obstfculos como contradicciones, sorpresas, 0
incertidumbre En la segunda etapa emerge el nuevo constructo, y se pueden observar
tres acciones epistZmicaR-acciones (Recognizing), donde se reconoce que un
constructo spec’fico previo es relevante para el problema o la situaci—n con la que
estfn tratandoB-acciones(Building-with), si se actoea sobre o con los constructos
reconocidogara alcanzael objetivo de la comprensi—ae una situaci—n o la soluci—n

de un problma C-acciones(Constructing), cuando se usaraBciones para encajar e
integrar constructos previos por matematizaci—n vertical para producir un nuevo
constructo. Las €@cciones se refieren a la primera vez que se usa 0 menciona un
constructo. En este meso, las Racciones estfn anidadas dentro de lasdones, y

estas a su vez en lasaCciones que pueden anidarse eac€iones de mayor nivel. Por
celtimo, la tercera etapa, correspondiente a la consolidaci—n, es un proceso a largo plazo
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que se produceuando el constructo construido se menciona o utiliza despuZs de
observada unaC-acci—n. Esta celtima etapa se caracteriza por evidencia personal,
confianza, inmediatez, flexibilidad y cuidado cuando se trabaja con el constructo
(Dreyfus & Tsamir, 2004) yambiZn cuando el lenguaje se muestra cada vez mis
preciso (Hershkowitz, Schwarz & Dreyfus, 2001), aunque para Kidron (2008) y para
Gilboa, Dreyfus y Kidron (2011) el aumento en la precisi—n del lenguaje es
caracter’stica de la etapa de construcci—n paissia y no cenicamente de la etapa de
consolidaci—n.

En AiC a las acciones epistZmicas mencionadas se les conoce como modelo RBC
(Recognizing, Building with, Constructing) y modelo RBCcon la segunda C
correspondiente a la etapa de consolidaci—n.

El objetivo de este estudies describr el proceso que siguen ladumne para
demostraly c—mo transfieren los conocimientos ya adquiridos y los ponen en prictica
para resolver situaciones novedos$zara ello analizamos las producciones de un grupo
dealumnas junto con lainteracci—n en gran grupo usando el modi€lqHershkowitz,

Schwarz & Dreyfus, 2001). Por tanto la pregunta de investigaci—n que se desea
responder es: Acutles son las acciones epistZmicas que surgen en el curso de una
interacci—n en pequegiupo y en gran grupdurante el proceso de demostraci—n en

una situaci—n ajena a las matemiticas?

Reid & Knipping (2010) clasifican las perspectivas de investigaci—n en cuanto a la
categor’a de demostrar de acuerdo a tres dimensiones: significadd’afijoamplitud.

De acuerdo con esta clasificaci—n este trabajo se caracteriza por un significado de
Odemostraci—nO como objeto y como proceso de razonamiento, bajo una filosof'a
socioconstructivista y con una visi—n estrecha de la Odemostraci—nO. t&ldsoncep
demostraci—n integra la validez l—gica y la funci—n explicativa. Una demostraci—n
(como objeto) depende de los postulados sobre los que estt aceptada la verdad y las
reglas de inferencia que se aceptan como vilidas. A su vez, se considera una visi—n
estrecha de la demostraci—n en el sentido que las pruebas son al melosakesi
(Lakatos, 1978) siendo un aspecto importante la formalizaci—n de argumentos
informales.

Metodologia

La actividad descrita a continuaci—n es parte de una investigacianmphatsobre la
introducci—n de la demostraci—n matemitica a alumnos univerdighripsmer
semestre de la Licenciatura en Matemiticas Aplicadas de la Universidad Jufrez del
Estado de Durango, MZxico, cedad promedio de 18 a—0s a travZs de una &wgni
didfctica. Concretamente la tarea presentada en este art'culo pertenece a la sZptima
sesi—n de la ingenier'a y anteriormente se hab’a trabajado con ellos, la generaci—n de
definiciones (Alvarado y Gonzflez, 2013a) como conocimiento previo al de
demostaci—n, la identificaci—n de una proposici—n matemztica (Alvarado y Gonztlez,
2013b), el uso de conectivos |—qgicos, la generaci—n de ejemplos y contraejemplos as’
como el establecimiento de conjeturas. En esta sesi—n se inicia a los alumnos en el
proceso @ demostraci—n directo, concretamentd erZtodo avanegetroceso

DespuZs de haber trabajado este mZtodo los alumnos se enfrentan a estautagea
situaci—en apariencia alejada del contexto matemziéqmartir de un alfabeto con s—Ilo
dos letras y t se trata de creauevagalabras partir de otras anteriores:

i. Se duplica la palabra
ii. Se borrat de la palabra



iiil.  Se sustituysssport en la palabra
iv. Se agrega la letriaen el extremo derecho de la palabra si la celtima letra
ess.
La tarea tiene cuatrpartes; la parte a), se plantea para verades alumnos deducen
palabrasrespetando las reglas del sister8a. les pidea los alumnos que utilicen el
proceso avanzar para derivar todas las palabras posibles que se puedan obtener en tres
pasos al aplicaepetidamente las reglasi{) en cualquier orden a la palabra inigal

Con la intenci—n de ganar confianza en el manejo del pretesederse les pide en

b) que apliquen el primer paso del procestcocedera la palabrdsty que realicen una

lista de las palabras para las que la aplicaci—n de una de las reglas anteriores da como
resultaddst. En el siguiente 'tem c) se les pide que demuesBiesi: entonces tdEn el
celtimaapartado deben demostrar g8es, entonces ttst.

La actividad enleaula se desarroll— en peque—os grupos de forma colabpaasigar

la oportunidad a los estudiantes de construir el conocimiento y de expresar sus ideas en
forma verbal. Planag Morera (2011) argumentan que la interacci—n es una habilidad
quese deberacticaren la clase de matemitioague su pricticae vedeterminadgor

el concepto que se tiene sobre su valor en el aula. Consideran la interacci—n como un
mediador positivo en la activaci—n y el avance de los procesos de aprendizaje
matemiftico aungg algunas veces la interacci—n no facilita el aprendizaje porque
quienes interactoean tienen poca experiencia sobre c—mo escuchar a los otros, hablar con
ellos, llegar a acuerdos.

En este sentidola relaci—n entre interacci—n y aprendizaje proporciomartga
simultfnea avances y limitaciones. Sin embargo, algunas limitaciones del trabajo
desarrollado en peque—os grupopsedernsupera durante ua discusi—n en gran grupo
puesto que la interacci—n se ampl’a a un grupo mayor de participaci—n, eptoorllo

el profesor.

Esto celtimo, condiciona nuestra formadar en relaci—n a la dintmica de interacci—n
de nuestra Ingenier'a DidtcticairRero brindando las oportunidades de construcci—n
del conocimiento en las interacciones en peque—0S grupoposteriormente
soporttndolas por la discusi—n en gran grupo ugrararlas limitaciones de las
producciones en peque—0Ss grupos.

Las interacciones pueden resulefectivassi se caracterizan por un intercambio o
comunicaci—n real y verdadera, es dscigs participantes: 1) Se comprometen de
manera voluntaria en las interacciones sociales con sus compa—eros y con su profesor;
2) participan activamente en las interacciones y se involucran con la tarea; 3) tienen
desarrolladas las bases para compaytirecibir (takerasshared) en igualdad de
condiciones, es decir participan con ideas y puntos de vista, al mismo tiempo que
respetan y valoran las participaciones de sus compa—eros y su profesor; y 4) no
representan una autoridad matemitica durahwesrrollo de la interacci—@.obb

(1995) y Steffe yWiefel (1992) consideran los puntos 3) y 4)ecesarios en
interacciones en peque—0S grupos, para una buena comunicaci—n y un aprendizaje
colaborativo genuino en matencts.

Las interacciones en gran grug® hanconsideradaomoun proceso de construcci—n
guiada y teniendo en cuenta lmsvimientos productivos en el discurso (productive talk
move) (Sohmer, Michaels, OOConnor & Resnick, 2009 p. 107) como un giro en la
conversaci—n que: 1) responde a lo spudna dicho antes; (2) a—ade elementos al
discurso; y (3) anticipa 'o establece' lo que vendr} despuZs.



Durante el trabajo en peque—o0s grupos el profesor puede observar si los estsgliantes
demoranbuscando una manera de abordar la tarea. En este camtmssgque
interactoee con ellos para dar un apoyo adecuado a su pensamiento y actuar dentro del
peque—o grupo. Paello debeteneren cuenta los cuatro Omovimientos del profesorO
(Jacobs & Ambrose, 2008) para das alumnosontinoen sin desanimarse em tarea:

a) Asegurarse que los estudiantes entienden la tarea (AquZ saben acerca del problema?)
y de ser necesario cambiar el contexto @rafis familiar, b) cambiar el problema a uno
paralelo con valores mits simples, c) preguntar a los estudiantes dqoehtado hasta

el momento, y d) sugerir el uso de otra estrategia.

Las discusiones de los alumnos en peque—o y gran grupo fueron video grabadas y
transcritas en su totalidad. Para el anflisis de dichas intervenciones se establecieron
unidades de ansls determinadas por la discusi—n en torno a un aspecto relativo a la
actividad desarrollada por los alumnos. Para cada unidad de antlisis se identificaron los
momentos en los que se evidenciaba alguna acci—n epistZmica, triangulando esta
identificaci—nrere varios investigadores.

Analisis y resultados

En la resoluci—n de esta tarea, para analizar las producciones de los arhaos,
distinguido trespartes,asociadas las dos primeras con los dos primeros 'tems que
conforman la tarea y la celtima corpedceso de demostraci—n de dos implicaciones
|—gicasEn lo que sigue se describe el proceso de soluci—n de un grupo de cuatro
alumnos de esta tarea junto con la parte de socializaci—n de sus producciones en gran
grupo mediada por la ayuda del profesoesta sesi—n asistieron en total ocho alumnos.

1.- Método de avance

La interacci—n en el equipo muestra comprensi—n de la tarea con un primer
reconocimientoR- acci—nde los eémentos o axiomas de partidd, [deguido de unB-
acci—npara generar los pmeros ejemplos |2y R-accionespara la interpretaci—n
adecuada de los axiomas, es decir, que las Istyas tambiZn pueden considerarse
como palabras [3 y B} Observamogjue aplican las reglas con soltura para deducir
nuevas palabras, lo que constituygacciones5 y 6], mostrando cuidado al leer las
reglas las veces que sea necesario para despejar las dudas. Este manejo de lak reglas y
cuidadoen su usaonstituye una muestra @eaccionesde consolidaci—n del proceso
avanzarcomo parte directa dehZtodoavanceretroceso Sin embargo, aunquen

cuatro de los estudiantes se percibe tal consolidaci—nmuestrael error de la
rec’proca [P implica Qvisto como equivalente d@ implica P][8], aunqueel alumno

es conscienteadque comete este err@ y 9, lo que se considera ufdacci—n. Para
superar esa debilidad con ayuda de sus compa—eros mé&dert®ned10 y 1] se da

cuenta del error cometidamizs P]. De esta forma se muestra disposici—n al trabajo en
equipo y a la comunicaci—n efectiva

[1] Tenemos un alfabeto de dos letras y con esas condiciones podemos formar
nuevas palabras

[2] [Vuelven a leer el ejercicio y las regladqu’ vemos todas las opciones que
tenemos si avanzamos desde s. Por ejemplo si se duplica s tenemos ss y luego
porla otra regla ahora se agrega t y tengo sst,

[3] En vez de, se duplica la palabra, se duplica s?

[4] Es que s es una letra, pero puede ser tambiZn una palabra inicial

[5] Ahora si s por ejemplo le aplicamos otra regla ser'a agregar t y tener st

[6] [Se etienen a leer iVAh s’, s’, ahora puedo duplicar y tenemos stst y otra

vez duplicar $tststsit



[7] QuZ mis puedo hacer partiendo de s

[8] Falta otra, en esa s, agrega t, duplica y sustituir esa por las tres s. A ver ser'a
s, luego stior V], luego s€a stst fegla 1], y stssss,

[9] A ver tengo s, agrego t, tengo st, luego duplico, stst y luego en lugar de t
sustituir sss, mhduddg

[10] Entonces, As’ se pod'a al revZs?

[11] No, no es lo mismo, la regla es si tienes sss puedes sustituir por tnpero t
implica sssérror de la rec’proc[El estudiante indica que es algo que todav’a

lo confundé

Finalmente, cuando el profesor pregunta a los estudiantes sobre su soluci—n, Zstos
enumeran de manera precisa las 6 opcionassst, SSSSSsss, ts, st, ssteiststst
obtenidas al avanzar tres pasos a parts ylgue han logrado medianBeacciones El

profesor concluye puntualizando lo que los estudiantes han puesto previamente de
manifiesto.

[12] Maestro. De alguna manera entonces partimos de un codginéglas, que
podemos llamar axiomas y luego a partir de eso podemos ir generando
proposiciones, que es lo que hacemos nosatroel[mZtodo avanaetrocesd

por ejemplo s es P, y obtenemasaPaplicar una regla, luego si aplicamos otra
obtenemos Py luego otra B, eso es lo que hicieron en el inciso a)

2.- Método de retroceso

Mediante B-acciones[14 y 17 los estudiantes encuentran sin problema las palabras
iniciales usande! procesaetrocedera partir de la conclusi—n este sentido, estos
alumros tuvieron dificultades en urtareaanteriot donde pusieron de manifiesto que

no distingu’an acen la diferencia entre avanzar de algo conocido y retroceder de algo a lo
que quieren llegar (asociado al error de la rec’prdén)este caso han cuidaéb

manejo de los elementos de la proposici—+apitiendola lectura de la tarea para
entender cufndo algo no funciona, o bien para asegurarse de que todos entienden lo
mismo,comoacciones de consolidaci—n para comunicarse en matem#ticas, o bien para
manejarcorrectamente ekgistro matemiticgForman, 1996). Los estudiantes, cus
C-acciones organizan sus ideas para explicafl y comunicarlas a otros [14, ]17

Estos rasgos no se encontraron en los ditlogos de las primeras sesiones de esta
ingenier'a didfctica, donde se comunicaban de manera desordenada y no hac’an
expl'cito del todo su pensamiento. Forman (19%6)observar diferentes clases de
matemzticas donde los estudiantes trabajan juntos, concluye que el discurso matemitico
gque manejan en intecciones efectivas es de un tipo especializado que denomina
registro matemiticoAl igual que ella, observamos que despuZs de varias sesiones de
discusiones en equipos y gran grupo, los estudiantes participan del discurso matemztico
incrementando sustantizente las formas (cuidando argumentaciones, lenguaje
matemitico, estructura, uso de las definiciones, de sus deducciones, de los s‘'mbolos y
su funci—n), lo que les conduce a la comprensi—n de normas, habilidades, valores e ideas
que son compartidas poslonatemiticos experimentados.

[13] [Leen el inciso §)Una regla nada mts Averdad@dlven a ledr

[14] Para que nos diera tst el t pudo haber sidossssio al revZs, tssss y las 3

Os se convierten en t, ya con un solo paso ya van dos

[15] Pero no ite que de regresar un solo paso, o Aséljen a leer B)

[16] Pues ya esas, quZ otras

[17] Que fuerats y como s es la celtima letra [aplicando la regla iv] se le agrega t



[18] Bueno ya tenemos tres dejen escribo, ser'a partir de 40 sy una t, para el
primero, luego de tssss para el segundo y para el otro

[19] de ts

[20] [Un estudiante vuelve a IdéMo lo estoy entendiendo, me lo pueden

explicar

[21] Tenemos que dio como resultado tst y debemos ver un paso anterior,
regresar para encontrar la palabrdedaar de dode viene. Por ejemplo, si
hubiZamos tenido sssst aplicando la regla [iii] sss ser'a t y ya tenemos tst. El
chiste es regresar un solo paso, tambiZn puede ser tssss y sustituyes por t las sss.
TambiZn pudo venir de ts, y como termina en £sagtega t y tienes tst. As’?
[muestra comprensi—n

Cuando el profesor les pregunta sobre el resultado de esta tarea, muestran comprensi—n
de la mismaComo posibles resultados de retroceder un paso se-alan las 5 posibles
opcionesque son soluci—n de eafmartado sssst, tssss, ts, tsttt, tit§in esta tarea
muestran un mayor dominio del mZtodo de retroceso a diferencia de la primera tarea de
la sesi—n, dda cometierorl error de la rec’proca.

[22] Maestro: [ee b) Ahora nos dan I& [la conclusi—n ocoosecuente de la
proposici—nquiZn e

[23] Alumno:Es tst

[24] Maestro: Bien, ahora tenemos tst, que hacemos ah’ para en€pntoarZ
palabra podemos tener

[25] Alumnos:40s vy tgssst

[26] Maestro:Acuintos posibles; @ay?

[27] Alumno: Ser'an 5Ano? E

3.- Un par de demostraciones

En el siguiente 'tem c) se les pide que demuesBies): entonces tshl inicio muestran
confianza al enfrentar este tipo de tareas de demostraci—n y una comprensi—n de la
misma reconocienddR{acci—nhip—tesis, colsi—n y su funci—{28], as’ comoB-
accionesdonde se muestra el dominio de la deducci—n de hedimd reglas
establecidas [231]. Ademis de la consolidaci—n del proceso directo de demostraci—n
(C-accionesvinculadas al mZtodo) mostrados por Istidiantes, intentan, mediarBe
acciones(pensando en la tarea), otras manerasedelver la tareajue los lleve a
construir nuevas proposiciones o hechos gen€i2g2e39]. Enuncian su conjetuf&9]:

si una palabra tien@8k+1 eses se puede reduciclla palabra a la forntat utilizando

las reglas establecidas. Esta parte no se desarrolla mis al ser intersupgr el
profesor para ver cre van en las tareas realizadas hasta el momento.

[28] [Leer] No estt tan di€il como pensaba. Demostrar queobéiene tst
partiendo de.s

[29] Por duplicaci—n ss, duplicamos otra vez, ssss

[30] Aqu’ no importan [el ncemero] los pasos

[31] No, ssss y luego ya sustituimos una t, nos queda ts y como termina en s
agrego laty ya estf tst

[32] Y no puede ser, dupbe, duplicar, duplicar y as’

[33] Pero cufntas veces.

[34] Ser'an 6 eses, mis 1, 7 eses, .no 6

[35] Pero para seguir as’ y generalizar tendr'an que ser meeltiplos de 7 y no creo
gue al duplicar vamos a tener 7 veces o meeltiplos de 7

[36] No pero no s—lean 24, 8,16,32,E



[37] Nunca vas a llegar a mceltiplos del7egtudiante muestra dujdae verdad,
Anunca? 64,128, 256,

[38] No, no da ninguna.7

[39] No pero de la forma 3 por algo misnbdmero de eses presentes

Al discutir en grangrupo con elprofesor la producci—n realizadtzs estudiantes
ademis de mostrar dominio y comprensi—n de la tarea cBraocia—if41], muestran

en otraR-acci—nsu inquietud de revisar la conjetura antes hecha para continuar
afinfndolg44], pero el maestro no eehde la idea y se trunca una posible extensi—n de

la tarea. Los estudiantes estfn interesados y enganchados en el proceso mostrando su
adquisici—n de las habilidades necesarias para la prictica profesional de un matemitico
es decir, una consolidaci—Giacci—ndel registro matemiticoPor medio de ung-

acci—rse pone de manifiesto la conexi—n inmediata entre su demostraci—n y el mZtodo
avanceretroceso[46]. La cantidad y calidad de las conexiones realizadas con los
conocimientos previos constituyen umaedida de comprensi—n del proceso de
demostrar. Este ejercicio result— particularmente estimulante y ayud— a reforzar el
mZtodo de demostraci—n directo, presentado, en aparisediante una situaci—n
alejadadel formato matemttico.

[40] Maestro: Ahorael c) [led quZ significar} esto

[41] Alumno: Que partiendo depodemos obtendst

[41] Maestro: S’ muy bien, entonces a partir de definiciones y axiomas ya
podemos demostratlo

[42] Alumno: Simplemente con demostrarlo de una forma ya estt bien, ya es
suficiente Anozpnfirmar].

[43] Alumno: Ya tenemos, luegoss luego otra vez duplicassssustituir port,
luegotsy como termina es agregat y yatst

[44] Alumno: Nos quedamos en la discusi—n de otro para hacerlo en general,
pensamos doblar y ttar y doblar y as’, luego ir reduciendo vars&aont, pero

como ya no alcanzamos, bueno yga ho exploraron pero se quedaron en que

si tuvieran 3k+1 eses podr'a ser. El profesor no pidi— mayor expligaci—n

[45] Maestro. A ver pensemos que tea@sP [la hip—tesjsla Q [conclusi—n
eststy de ah’ vemos que posibilidades tenemos de avanzar a pariy die
retroceder a partir d€. Aqu’ de tst del ejercicio anterior podemos ver las
posiblesQ;, entonces

[46] Alumno: S’, por ejemplo podemos ustndas estasspsst, tssss, ts, tsttt,
tttst], ya estf, s’ e®1, sssstentonces puedes empezarsém duplicasss[es P4],

lo duplicassssgesP5], de hecho ser’a este.

En el siguiente apartado deben demostrar §us; entonces ttdEsta demostraci-a
realizan de manera directa con un reconocimidtxci—Ip47], seguida dd-acciones
[48-51] con deducciones entrelazadas y u@acci—n52] con la que prueban la
proposici—n.

[47] Sera partiendo depara llegar dtst[inciso g.

[48] Tenemoss, [por reglai] Aa duplicamos no?

[49] La volvemos a duplicagsssy otra vez $sssss$s

[50] Aqu’ ya podemos ponery vanttss y si duplicamostssttss

[51] Ya estagOse pueden eliminaflas segundas aplicando la regld ii
[52] ttssssy luegottst.

Por celtimoen la producci—n escrita del equiffigura 1) aunque durantéas
interacciones se ha visto como enlazan el razonamiento para obtener las deducciones del



avancey retrocesQ se puedever que no organizan las demostracioeasversi—n
condensada y formal. §o quizts podra atribuirsa la naturaleza de la tarea que no
parece una proposici—n matemjpieael contexto al que se refiere,nacuandolos
alumnoshicieron expl'cita la conexi—n con el mZtadanceretroceso !

Figura 1: Poducci—n escrita de los alumnos con la respuesta final a cada 'tem de la
tarea.

Conclusiones

El aprendizaje previo de estos alumnos en relaci—n con el mZtodo de avance y retroceso
para demostrar ha sido efectivo al tener que resolver una tarea cortadtuaiediante

una situaci—n ajena a las matemiticas. En ocasiones han tenido que enfrentarse a las
dificultades inherentes al proceso de demostraci—n recogidas en la literatura (por
ejemplo el error de la rec’proca), pero el trabajo continuado en pequerpos a lo

largo de toda la ingenier'a ha permitido a los alumnos aprender a escucharse y a ofrecer
soluciones efectivas a las demandas de los compa—eros.

En cuanto al modelo usado (REX} se ha podido constatar que los alumnos realizan R
acciones comeoeconocimiento de axiomas, errores, hip—tesis, conclusiones as’ como el
papel que cumplen cada uno de estos elementos en la demostraci—n y ademis son
capaces de establecer conjeturas. Laxdones se caracterizan por la generaci—n de
ejemplos con los clgs van avanzando en el proceso de demostraci—n. Y en las C
acciones muestran c—mo organizan las ideas para explicarlas, para comunicarlas a otros
y cufl es el resultado de sus razonamientos.

Es significativo que en este episodio se han podido identifazaiones de
consolidaci—{C-acci—nasociadas al proceso de demostraci—n directo, as’ como con la
adquisici—n de las habilidades necesarias para la prictica profesional de unamatemdti
es decir, una consolidacideatregistro matemztico

Otro elementomportante del antlisis correspondiente a este episodio en comparaci—n
con el resto de la ingenier'a didfctica es que en este caso el profesor cumple solamente
el papel de gu’a durante el momento de socializaci—n en gran grupo, al contrario que en
otras ineracciones (Alvarado & Gonztlez, 2013a) en el que su papel es mis autoritario
y de imposici—n del conocimiento.
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