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Resumen 
Una de las formas de demostrar que deben dominar los futuros matem‡ticos son las 
demostraciones directas. En este art’culo se presenta una investigaci—n en la cual 
estudiantes universitarios realizaron una tarea en la que tienen que aplicar los 
conocimientos adquiridos mediante una ingenier’a did‡ctica para realizar este tipo de 
demostraciones. Concretamente la tarea no est‡ inscrita en un contexto matem‡tico para 
comprobar si los alumnos son capaces de transferir un conocimiento ya adquirido a 
situaciones nuevas. 

La soluci—n de la actividad se gener— en discusiones en peque–os grupos y en gran 
grupo guiadas por el profesor. Ambas fueron grabadas en su totalidad y analizadas con 
el modelo RBC-C (Schwarz, Dreyfus & Hershkowitz, 2009) para documentar c—mo 
ocurre el proceso de construcci—n. En el an‡lisis se comprueba mediante las acciones 
epistŽmicas de consolidaci—n c—mo, aunque los alumnos se tienen que enfrentar con las 
dificultades asociadas a una demostraci—n, son capaces de utilizar el conocimiento 
recientemente adquirido. 

Introducción 

Las dificultades de los estudiantes universitarios para el manejo de la demostraci—n ha 
sido centro de atenci—n de numerosos art’culos de investigaci—n en educaci—n. En 
MŽxico, al igual que en muchos otros pa’ses, es un bloque actualmente marginado en el 
curriculum preuniversitario y aœn en el nivel universitario est‡ concebido œnicamente 
como herramienta transparente, no cuestionada y que aparece en el discurso matem‡tico 
como algo œtil para describir otros objetos (obtener la veracidad de un resultado). A esta 
noci—n Chevallard (1985) la llama paramatem‡tica. Hay que tener en cuenta que, por 
ejemplo, en un curso de ‡lgebra, c‡lculo, geometr’a, etc., se usa esta noci—n de la 
demostraci—n sin que se cuestione a los estudiantes  sobre su naturaleza o significado, o 
simplemente sobre ÀquŽ es una demostraci—n? Sin embargo en un curso de l—gica 
matem‡tica formal s’ que puede tomar un papel relevante y verse por s’ misma como un 
objeto de estudio, o bien como una noci—n matem‡tica.  

En un estudio anterior exploratorio se observa que en general los estudiantes no son 
capaces de esbozar una demostraci—n completa y consistente, y aœn en estos casos se 
aprecia imprecisi—n en el uso del lenguaje (Alvarado & Gonz‡lez, 2010). Para Moore 
(1994) y para Iba–es y Ortega (2002), incluso las pruebas m‡s triviales son grandes 
desaf’os para  los estudiantes de matem‡ticas superiores que no s—lo tienen dificultades 
para producirlas, sino tambiŽn para reconocerlas como demostraciones.  



Para Thompson (1996) y Goetting (1995) las demostraciones m‡s dif’ciles, incluso para 
estudiantes de los cursos avanzados de matem‡ticas, son la prueba por contradicci—n y 
la prueba por contraposici—n, porque gran parte del tiempo se est‡ trabajando con 
afirmaciones que son falsas y si no se est‡ atento a la situaci—n, esto puede provocar una 
gran confusi—n de ideas. 

Weber (2001) se–ala que las dificultades de los estudiantes universitarios con la 
demostraci—n se deben a la ausencia de conocimiento estratŽgico, es decir, 
conocimiento de tŽcnicas de demostraci—n, de c—mo elegir los hechos y los teoremas 
que se deben aplicar o de cu‡ndo utilizar o no un conocimiento sint‡ctico (como 
opuesto a conocimiento conceptual o sem‡ntico) basado exclusivamente en la 
manipulaci—n simb—lica y el uso de procedimientos matem‡ticos. 

La demostraci—n no se ense–a como contenido. Cuando se les pregunta a los estudiantes 
sobre la forma en que aprenden a demostrar, su respuesta suele ser: Çcuando el profesor 
realiza alguna en el pizarr—n o leyendo el libroÈ. Un retrato de la forma en que los 
estudiantes aprenden a demostrar nos lo proporciona la experiencia personal de 
Thurston1 (1994), Çcuando comencŽ como un estudiante de licenciatura en Berkeley, 
tuve problemas imaginando como podr’a "demostrar" un teorema nuevo e interesante. 
Realmente no entend’a quŽ era una demostraci—n. Asistiendo a seminarios, leyendo 
art’culos, y dirigiŽndome a otros estudiantes de licenciatura, gradualmente empecŽ a 
entenderlo.È (p. 168) 

En esta comunicaci—n, a partir del marco te—rico Abstracci—n en Contexto (Schwartz, 
Dreyfus & Hershkowitz, 2009, se analiza el proceso de soluci—n de una actividad de 
demostraci—n en un contexto extramatem‡tico realizada por alumnos universitarios de 
MŽxico. Para ello se describe la actividad situ‡ndola dentro de una investigaci—n m‡s 
amplia y en el contexto en el que se realiz—. Se analiza el proceso de soluci—n realizado 
tanto en peque–o grupo, como en gran grupo dirigidos por el profesor y finalmente se 
establecen algunas de las conclusiones. 

Marco teórico 
Schwarz, Dreyfus y Hershkowitz (2009) definen Abstracci—n en Contexto (AiC por sus 
siglas en inglŽs) como Çuna actividad vertical de reorganizaci—n de constructos 
matem‡ticos previos dentro de la matem‡tica y con significados matem‡ticos para 
conducir hac’a un constructo que es nuevo para el aprendizÈ (p. 24).  

Un proceso de abstracci—n tiene tres etapas: la necesidad de un nuevo constructo, la 
emergencia de un nuevo constructo y su consolidaci—n. La necesidad puede derivarse de 
una motivaci—n intr’nseca para vencer obst‡culos como contradicciones, sorpresas, o 
incertidumbre. En la segunda etapa emerge el nuevo constructo, y se pueden observar 
tres acciones epistŽmicas: R-acciones (Recognizing), donde se reconoce que un 
constructo espec’fico previo es relevante para el problema o la situaci—n con la que 
est‡n tratando, B-acciones (Building-with), si se actœa sobre o con los constructos 
reconocidos para alcanzar el objetivo de la comprensi—n de una situaci—n o la soluci—n 
de un problema; C-acciones (Constructing), cuando se usan B-acciones para encajar e 
integrar constructos previos por matematizaci—n vertical para producir un nuevo 
constructo. Las C-acciones se refieren a la primera vez que se usa o menciona un 
constructo. En este proceso, las R-acciones est‡n anidadas dentro de las B-acciones, y 
estas a su vez en las C-acciones que pueden anidarse en C-acciones de mayor nivel. Por 
œltimo, la tercera etapa, correspondiente a la consolidaci—n, es un proceso a largo plazo 

                                                
1 Medalla Fields 1982 



que se produce cuando el constructo construido se menciona o utiliza despuŽs de 
observada una C-acci—n. Esta œltima etapa se caracteriza por evidencia personal, 
confianza, inmediatez, flexibilidad y cuidado cuando se trabaja con el constructo 
(Dreyfus & Tsamir, 2004) y tambiŽn cuando el lenguaje se muestra cada vez m‡s 
preciso (Hershkowitz, Schwarz & Dreyfus, 2001), aunque para Kidron (2008) y para 
Gilboa, Dreyfus y Kidron (2011) el aumento en la precisi—n del lenguaje es 
caracter’stica de la etapa de construcci—n por s’ misma y no œnicamente de la etapa de 
consolidaci—n.  

En AiC a las acciones epistŽmicas mencionadas se les conoce como modelo RBC 
(Recognizing, Building with, Constructing) y modelo RBC-C con la segunda C 
correspondiente a la etapa de consolidaci—n. 

El objetivo de este estudio es describir el proceso que siguen los alumnos para 
demostrar y c—mo transfieren los conocimientos ya adquiridos y los ponen en pr‡ctica 
para resolver situaciones novedosas. Para ello analizamos las producciones de un grupo 
de alumnos junto con la interacci—n en gran grupo usando el modelo AiC (Hershkowitz, 
Schwarz & Dreyfus, 2001). Por tanto la pregunta de investigaci—n que se desea 
responder es: Àcu‡les son las acciones epistŽmicas que surgen en el curso de una 
interacci—n en peque–o grupo y en gran grupo durante el proceso de demostraci—n en 
una situaci—n ajena a las matem‡ticas?  

Reid & Knipping (2010) clasifican las perspectivas de investigaci—n en cuanto a la 
categor’a de demostrar de acuerdo a tres dimensiones: significado, filosof’a y amplitud. 
De acuerdo con esta clasificaci—n este trabajo se caracteriza por un significado de 
Òdemostraci—nÓ como objeto y como proceso de razonamiento, bajo una filosof’a 
socioconstructivista y con una visi—n estrecha de la Òdemostraci—nÓ. El concepto de 
demostraci—n integra la validez l—gica y la funci—n explicativa. Una demostraci—n 
(como objeto) depende de los postulados sobre los que est‡ aceptada la verdad y las 
reglas de inferencia que se aceptan como v‡lidas. A su vez, se considera una visi—n 
estrecha de la demostraci—n en el sentido que las pruebas son al menos semi-formales 
(Lakatos, 1978) siendo un aspecto importante la formalizaci—n de argumentos 
informales. 

Metodología 

La actividad descrita a continuaci—n es parte de una investigaci—n m‡s amplia sobre la 
introducci—n de la demostraci—n matem‡tica a alumnos universitarios del primer 
semestre de la Licenciatura en Matem‡ticas Aplicadas de la Universidad Ju‡rez del 
Estado de Durango, MŽxico, con edad promedio de 18 a–os  a travŽs de una ingenier’a 
did‡ctica. Concretamente la tarea presentada en este art’culo pertenece a la sŽptima 
sesi—n de la ingenier’a y anteriormente se hab’a trabajado con ellos, la generaci—n de 
definiciones (Alvarado y Gonz‡lez, 2013a) como conocimiento previo al de 
demostraci—n, la identificaci—n de una proposici—n matem‡tica (Alvarado y Gonz‡lez, 
2013b), el uso de conectivos l—gicos, la generaci—n de ejemplos y contraejemplos as’ 
como el establecimiento de conjeturas. En esta sesi—n se inicia a los alumnos en el 
proceso de demostraci—n directo, concretamente en el mŽtodo avance-retroceso. 

DespuŽs de haber trabajado este mŽtodo los alumnos se enfrentan a esta tarea en una 
situaci—n en apariencia alejada del contexto matem‡tico; a partir de un alfabeto con s—lo 
dos letras s y t se trata de crear nuevas palabras a partir de otras anteriores:  

i. Se duplica la palabra 
ii.  Se borra tt de la palabra 



iii.  Se sustituye sss por t en la palabra 
iv. Se agrega la letra t en el extremo derecho de la palabra si la œltima letra 

es s. 
La tarea tiene cuatro partes; la parte a), se plantea para ver c—mo los alumnos deducen 
palabras respetando las reglas del sistema. Se les pide a los alumnos que utilicen el 
proceso avanzar para derivar todas las palabras posibles que se puedan obtener en tres 
pasos al aplicar repetidamente las reglas (i-iv) en cualquier orden a la palabra inicial s.  

Con la intenci—n de ganar confianza en el manejo del proceso retroceder se les pide en 
b) que apliquen el primer paso del proceso retroceder a la palabra tst y que realicen una 
lista de las palabras para las que la aplicaci—n de una de las reglas anteriores da como 
resultado tst. En el siguiente ’tem c) se les pide que demuestren: Si s, entonces tst. En el 
œltimo apartado deben demostrar que: Si s, entonces ttst. 

La actividad en el aula se desarroll— en peque–os grupos de forma colaborativa para dar 
la oportunidad a los estudiantes de construir el conocimiento y de expresar sus ideas en 
forma verbal. Planas y Morera (2011) argumentan que la interacci—n es una habilidad 
que se debe practicar en la clase de matem‡ticas y que su pr‡ctica se ve determinada por 
el concepto que se tiene sobre su valor en el aula. Consideran la interacci—n como un 
mediador positivo en la activaci—n y el avance de los procesos de aprendizaje 
matem‡tico aunque algunas veces la interacci—n no facilita el aprendizaje porque 
quienes interactœan tienen poca experiencia sobre c—mo escuchar a los otros, hablar con 
ellos, llegar a acuerdos.  

En este sentido, la relaci—n entre interacci—n y aprendizaje proporciona de manera 
simult‡nea avances y limitaciones. Sin embargo, algunas limitaciones del trabajo 
desarrollado en peque–os grupos se pueden superar durante una discusi—n en gran grupo 
puesto que la interacci—n se ampl’a a un grupo mayor de participaci—n, entre ellos y con 
el profesor.  

Esto œltimo, condiciona nuestra forma de actuar en relaci—n a la din‡mica de interacci—n 
de nuestra Ingenier’a Did‡ctica. Primero brindando las oportunidades de construcci—n 
del conocimiento en las interacciones en peque–os grupos y, posteriormente, 
soport‡ndolas por la discusi—n en gran grupo para superar las limitaciones de las 
producciones en peque–os grupos. 

Las interacciones pueden resultar efectivas si se caracterizan por un intercambio o 
comunicaci—n  real y verdadera, es decir, si los participantes: 1) Se comprometen de 
manera voluntaria en las interacciones sociales con sus compa–eros y con su profesor; 
2) participan activamente en las interacciones y se involucran con la tarea; 3) tienen 
desarrolladas las bases para compartir y recibir (taken-as-shared) en igualdad de 
condiciones, es decir participan con ideas y puntos de vista, al mismo tiempo que 
respetan y valoran las participaciones de sus compa–eros y su profesor; y 4) no 
representan una autoridad matem‡tica durante el desarrollo de la interacci—n. Cobb 
(1995) y Steffe y Wiefel (1992) consideran los puntos 3) y 4) necesarios en 
interacciones en peque–os grupos, para una buena comunicaci—n y un aprendizaje 
colaborativo genuino en matem‡ticas.  

Las interacciones en gran grupo se han considerado como un proceso de construcci—n 
guiada y teniendo en cuenta los movimientos productivos en el discurso (productive talk 
move) (Sohmer, Michaels, OÕConnor & Resnick, 2009 p. 107) como un giro en la 
conversaci—n que: 1) responde a lo que se ha dicho antes; (2) a–ade elementos al 
discurso; y (3) anticipa 'o establece' lo que vendr‡ despuŽs. 



Durante el trabajo en peque–os grupos el profesor puede observar si los estudiantes se 
demoran buscando una manera de abordar la tarea. En este caso sugerimos que 
interactœe con ellos para dar un apoyo adecuado a su pensamiento y actuar dentro del 
peque–o grupo. Para ello debe tener en cuenta los cuatro Òmovimientos del profesorÓ 
(Jacobs & Ambrose, 2008) para que los alumnos continœen sin desanimarse en la tarea: 
a) Asegurarse que los estudiantes entienden la tarea (ÀquŽ saben acerca del problema?) 
y de ser necesario cambiar el contexto a uno m‡s familiar, b) cambiar el problema a uno 
paralelo con valores m‡s simples, c) preguntar a los estudiantes que han intentado hasta 
el momento, y d) sugerir el uso de otra estrategia.     

Las discusiones de los alumnos en peque–o y gran grupo fueron video grabadas y 
transcritas en su totalidad. Para el an‡lisis de dichas intervenciones se establecieron 
unidades de an‡lisis determinadas por la discusi—n en torno a un aspecto relativo a la 
actividad desarrollada por los alumnos. Para cada unidad de an‡lisis se identificaron los 
momentos en los que se evidenciaba alguna acci—n epistŽmica, triangulando esta 
identificaci—n entre varios investigadores. 

Análisis y resultados 
En la resoluci—n de esta tarea, para analizar las producciones de los alumnos, se han 
distinguido tres partes, asociadas las dos primeras con los dos primeros ’tems que 
conforman la tarea y la œltima con el proceso de demostraci—n de dos implicaciones 
l—gicas. En lo que sigue se describe el proceso de soluci—n de un grupo de cuatro 
alumnos de esta tarea junto con la parte de socializaci—n de sus producciones en gran 
grupo mediada por la ayuda del profesor. A esta sesi—n asistieron en total ocho alumnos. 

1.- Método de avance 

La interacci—n en el equipo muestra comprensi—n de la tarea con un primer 
reconocimiento, R- acci—n, de los elementos o axiomas de partida [1], seguido de una B-
acci—n para generar los primeros ejemplos [2] y R-acciones para la interpretaci—n 
adecuada de los axiomas, es decir, que las letras s y t tambiŽn pueden considerarse 
como palabras [3 y 4]. Observamos que aplican las reglas con soltura para deducir 
nuevas palabras, lo que constituyen B-acciones [5 y 6], mostrando cuidado al leer las 
reglas las veces que sea necesario para despejar las dudas. Este manejo de las reglas y el 
cuidado en su uso constituye una muestra de C-acciones de consolidaci—n del proceso 
avanzar como parte directa del mŽtodo avance-retroceso. Sin embargo, aunque en 
cuatro de los estudiantes se percibe tal consolidaci—n, uno muestra el error de la 
rec’proca [P implica Q visto como equivalente de Q implica P] [8], aunque el alumno 
es consciente de que comete este error [8 y 9], lo que se considera una R-acci—n. Para 
superar esa debilidad con ayuda de sus compa–eros mediante R-acciones [10 y 11] se da 
cuenta del error cometido antes [9]. De esta forma se muestra disposici—n al trabajo en 
equipo y a la comunicaci—n efectiva. 

[1] Tenemos un alfabeto de dos letras y con esas condiciones podemos formar 
nuevas palabras 
[2] [Vuelven a leer el ejercicio y las reglas]  Aqu’ vemos todas las opciones que 
tenemos si avanzamos desde s. Por ejemplo si se duplica s tenemos ss y luego 
por la otra regla ahora se agrega t y tengo sst, 
[3]  En vez de, se duplica la palabra, se duplica s? 
[4] Es que s es una letra, pero puede ser tambiŽn una palabra inicial 
[5] Ahora si s por ejemplo le aplicamos otra regla ser’a agregar t y tener st 
[6] [Se detienen a leer iv] Ah s’, s’, ahora puedo duplicar y tenemos stst y otra 
vez duplicar [stststst] 



[7] QuŽ m‡s puedo hacer partiendo de s 
[8] Falta otra, en esa s, agrega t, duplica y sustituir esa por las tres s. A ver ser’a 
s, luego st [por  iv], luego ser’a stst [regla i], y stssss,  
[9] A ver tengo s, agrego t, tengo st, luego duplico, stst y luego en lugar de t 
sustituir sss, mh [duda] 
[10] Entonces, Às’ se pod’a al revŽs? 
[11] No, no es lo mismo, la regla es si tienes sss puedes sustituir por t, pero t no 
implica sss [error de la rec’proca] [El estudiante indica que es algo que todav’a 
lo confunde] 

Finalmente, cuando el profesor pregunta a los estudiantes sobre su soluci—n, Žstos 
enumeran de manera precisa las 6 opciones -sssst, ssssssss, ts, st, sstsst, stststst- 
obtenidas al avanzar tres pasos a partir de s y que han logrado mediante B-acciones. El 
profesor concluye puntualizando lo que los estudiantes han puesto previamente de 
manifiesto. 

[12] Maestro. De alguna manera entonces partimos de un conjunto de reglas, que 
podemos llamar axiomas y luego a partir de eso podemos ir generando 
proposiciones, que es lo que hacemos nosotros [en el mŽtodo avance-retroceso] 
por ejemplo s es P, y obtenemos P1 al aplicar una regla, luego si aplicamos otra 
obtenemos P2 y luego otra P3, eso es lo que hicieron en el inciso a) 

2.- Método de retroceso 
Mediante B-acciones [14 y 17] los estudiantes encuentran sin problema las palabras 
iniciales usando el proceso retroceder a partir de la conclusi—n. En este sentido, estos 
alumnos tuvieron dificultades en una tarea anterior, donde pusieron de manifiesto que 
no distingu’an aœn la diferencia entre avanzar de algo conocido y retroceder de algo a lo 
que quieren llegar (asociado al error de la rec’proca). En este caso han cuidado el 
manejo de los elementos de la proposici—n y repitiendo la lectura de la tarea para 
entender cu‡ndo algo no funciona, o bien para asegurarse de que todos entienden lo 
mismo, como acciones de consolidaci—n para comunicarse en matem‡ticas, o bien para 
manejar correctamente el registro matem‡tico (Forman, 1996). Los estudiantes, con sus 
C-acciones, organizan sus ideas para explicarlas [21] y comunicarlas a otros [14, 17]. 
Estos rasgos no se encontraron en los di‡logos de las primeras sesiones de esta 
ingenier’a did‡ctica, donde se comunicaban de manera desordenada y no hac’an 
expl’cito del todo su pensamiento. Forman (1996), al observar diferentes clases de 
matem‡ticas donde los estudiantes trabajan juntos, concluye que el discurso matem‡tico 
que manejan en interacciones efectivas es de un tipo especializado que denomina 
registro matem‡tico. Al igual que ella, observamos que despuŽs de varias sesiones de 
discusiones en equipos y gran grupo, los estudiantes participan del discurso matem‡tico 
incrementando sustancialmente las formas (cuidando argumentaciones, lenguaje 
matem‡tico, estructura, uso de las definiciones, de sus deducciones, de los s’mbolos y 
su funci—n), lo que les conduce a la comprensi—n de normas, habilidades, valores e ideas 
que son compartidas por los matem‡ticos experimentados.  

[13] [Leen el inciso b)] Una regla nada m‡s Àverdad? [vuelven a leer] 
[14] Para que nos diera tst el t pudo haber sido sss [sssst] o al revŽs, tssss y las 3 
Õs se convierten en t, ya con un solo paso ya van dos 
[15] Pero no dice que de regresar un solo paso, o Às’? [vuelven a leer b)] 
[16] Pues ya esas, quŽ otras 
[17] Que fuera ts y como s es la œltima letra [aplicando la regla iv] se le agrega t 



[18] Bueno ya tenemos tres dejen escribo, ser’a partir de 4Õ s y una t, para el 
primero, luego de tssss para el segundo y para el otro 
[19] de ts 
[20] [Un estudiante vuelve a leer] No lo estoy entendiendo, me lo pueden 
explicar 
[21] Tenemos que dio como resultado tst y debemos ver un paso anterior, 
regresar para encontrar la palabra anterior de donde viene. Por ejemplo, si 
hubiŽramos tenido sssst aplicando la regla [iii] sss ser’a t y ya tenemos tst. El 
chiste es regresar un solo paso, tambiŽn puede ser tssss y sustituyes por t las sss. 
TambiŽn pudo venir de ts, y como termina en s se le agrega t y tienes tst. Às’? 
[muestra comprensi—n] 

Cuando el profesor les pregunta sobre el resultado de esta tarea, muestran comprensi—n 
de la misma. Como posibles resultados de retroceder un paso se–alan las 5 posibles 
opciones que son soluci—n de este apartado: sssst, tssss, ts, tsttt, tttst. En esta tarea 
muestran un mayor dominio del mŽtodo de retroceso a diferencia de la primera tarea de 
la sesi—n, donde cometieron el error de la rec’proca. 

[22] Maestro: [Lee b)] Ahora nos dan la Q [la conclusi—n o consecuente de la 
proposici—n], quiŽn es Q 
[23]  Alumno: Es tst 
[24] Maestro: Bien, ahora tenemos tst, que hacemos ah’ para encontrar Q1, quŽ 
palabra podemos tener  
[25] Alumnos: 4Õs y t [sssst] 
[26] Maestro: Àcu‡ntos posibles Q1 hay? 
[27] Alumno: Ser’an 5, Àno? É 

3.- Un par de demostraciones 

En el siguiente ’tem c) se les pide que demuestren: Si s, entonces tst. Al inicio muestran 
confianza al enfrentar este tipo de tareas de demostraci—n y una comprensi—n de la 
misma reconociendo (R-acci—n) hip—tesis, conclusi—n y su funci—n [28], as’ como B-
acciones donde se muestra el dominio de la deducci—n de hechos utilizando reglas 
establecidas [29-31]. Adem‡s de la consolidaci—n del proceso directo de demostraci—n 
(C-acciones vinculadas al mŽtodo) mostrados por los estudiantes, intentan, mediante B-
acciones (pensando en la tarea), otras maneras de resolver la tarea que los lleve a 
construir nuevas proposiciones o hechos generales [32-39]. Enuncian su conjetura [39]: 
si una palabra tiene  3k+1  eses se puede reducir dicha palabra a la forma tst utilizando 
las reglas establecidas. Esta parte no se desarrolla m‡s al ser interrumpidos por el 
profesor para ver c—mo van en las tareas realizadas hasta el momento. 

[28] [Leen] No est‡ tan dif’cil como pensaba. Demostrar que se obtiene tst 
partiendo de s. 
[29] Por duplicaci—n ss, duplicamos otra vez, ssss. 
[30] Aqu’ no importan [el nœmero] los pasos. 
[31] No, ssss y luego ya sustituimos una t, nos queda ts y como termina en s 
agrego la t y ya est‡ tst. 
[32] Y no puede ser, duplicar, duplicar, duplicar y as’. 
[33] Pero cu‡ntas veces. 
[34] Ser’an 6 eses, m‡s 1, 7 eses, no 6. 
[35] Pero para seguir as’ y generalizar tendr’an que ser mœltiplos de 7 y no creo 
que al duplicar vamos a tener 7 veces o mœltiplos de 7. 
[36] No pero no s—lo ser’an 2, 4, 8, 16, 32,É  



[37] Nunca vas a llegar a mœltiplos de 7 [el estudiante muestra duda] De verdad, 
Ànunca? 64,128, 256,É  
[38] No, no da ninguna 7. 
[39] No pero de la forma 3 por algo m‡s 1 [nœmero de eses presentes]. 

Al discutir en gran grupo con el profesor la producci—n realizada, los estudiantes 
adem‡s de mostrar dominio y comprensi—n de la tarea con una R-acci—n [41], muestran 
en otra R-acci—n, su inquietud de revisar la conjetura antes hecha para continuar 
afin‡ndola [44], pero el maestro no extiende la idea y se trunca una posible extensi—n de 
la tarea. Los estudiantes est‡n interesados y enganchados en el proceso mostrando su 
adquisici—n de las habilidades necesarias para la pr‡ctica profesional de un matem‡tico 
es decir, una consolidaci—n (C-acci—n) del registro matem‡tico. Por medio de una B-
acci—n se pone de manifiesto la conexi—n inmediata entre su demostraci—n y el mŽtodo 
avance-retroceso [46]. La cantidad y calidad de las conexiones realizadas con los 
conocimientos previos constituyen una medida de comprensi—n del proceso de 
demostrar. Este ejercicio result— particularmente estimulante y ayud— a reforzar el 
mŽtodo de demostraci—n directo, presentado, en apariencia, mediante una situaci—n 
alejada del formato matem‡tico.  

[40] Maestro: Ahora el c) [lee] quŽ significar‡ esto. 
[41] Alumno: Que partiendo de s podemos obtener tst. 
[41] Maestro: S’ muy bien, entonces a partir de definiciones y axiomas ya 
podemos demostrarlo. 
[42] Alumno: Simplemente con demostrarlo de una forma ya est‡ bien, ya es 
suficiente Àno? [confirman]. 
[43] Alumno: Ya tenemos s, luego ss, luego otra vez duplicar ssss sustituir por t, 
luego ts y como termina en s agregar t y ya tst. 
[44] Alumno: Nos quedamos en la discusi—n de otro para hacerlo en general, 
pensamos doblar y doblar y doblar y as’, luego ir reduciendo varias s con t, pero 
como ya no alcanzamos, bueno yo,  [ya no exploraron pero se quedaron en que 
si tuvieran 3k+1 eses podr’a ser. El profesor no pidi— mayor explicaci—n]. 
[45] Maestro. A ver pensemos que tener s es P [la hip—tesis], la Q [conclusi—n] 
es tst y de ah’ vemos que posibilidades tenemos de avanzar a partir de P y de 
retroceder a partir de Q. Aqu’ de tst del ejercicio anterior podemos ver las 
posibles Q1, entonces. 
[46] Alumno: S’, por ejemplo podemos usar todas estas [sssst, tssss, ts, tsttt, 
tttst], ya est‡, s’ es Q1, sssst, entonces puedes empezar en s lo duplicas ss [es P1], 
lo duplicas ssss [es P2], de hecho ser’a este. 

En el siguiente apartado deben demostrar que: Si s, entonces ttst. Esta demostraci—n la 
realizan de manera directa con un reconocimiento, R-acci—n [47], seguida de B-acciones 
[48-51] con deducciones entrelazadas y una C-acci—n [52] con la que prueban la 
proposici—n. 

[47] Ser’a partiendo de s para llegar a ttst [inciso d]. 
[48] Tenemos s, [por regla i] Àla duplicamos no? 
[49] La volvemos a duplicar ssss, y otra vez [ssssssss]. 
[50] Aqu’ ya podemos poner t y van ttss, y si duplicamos ttssttss. 
[51] Ya estas tÕs se pueden eliminar. [las segundas aplicando la regla  ii] 
[52] ttssss y luego ttst . 

Por œltimo en la producci—n escrita del equipo (figura 1) aunque durante las 
interacciones se ha visto como enlazan el razonamiento para obtener las deducciones del 



avance y  retroceso, se puede ver que no organizan las demostraciones en versi—n 
condensada y formal. Esto quiz‡s podr’a atribuirse a la naturaleza de la tarea que no 
parece una proposici—n matem‡tica por el contexto al que se refiere, aun cuando los 
alumnos hicieron expl’cita la conexi—n con el mŽtodo avance-retroceso.    !!!

!
 

Figura 1: Producci—n escrita de los alumnos con la respuesta final a cada ’tem de la 
tarea. 

 
Conclusiones 
El aprendizaje previo de estos alumnos en relaci—n con el mŽtodo de avance y retroceso 
para demostrar ha sido efectivo al tener que resolver una tarea contextualizada mediante 
una situaci—n ajena a las matem‡ticas. En ocasiones han tenido que enfrentarse a las 
dificultades inherentes al proceso de demostraci—n recogidas en la literatura (por 
ejemplo el error de la rec’proca), pero el trabajo continuado en peque–os grupos  a lo 
largo de toda la ingenier’a ha permitido a los alumnos aprender a escucharse y a ofrecer 
soluciones efectivas a las demandas de los compa–eros. 

En cuanto al modelo usado (RBC-C) se ha podido constatar que los alumnos realizan R-
acciones como reconocimiento de axiomas, errores, hip—tesis, conclusiones as’ como el 
papel que cumplen cada uno de estos elementos en la demostraci—n y adem‡s son 
capaces de establecer conjeturas. Las B-acciones se caracterizan por la generaci—n de 
ejemplos con los cu‡les van avanzando en el proceso de demostraci—n. Y en las C-
acciones muestran c—mo organizan las ideas para explicarlas, para comunicarlas a otros 
y cu‡l es el resultado de sus razonamientos. 

Es significativo que en este episodio se han podido identificar acciones de 
consolidaci—n (C-acci—n) asociadas al proceso de demostraci—n directo, as’ como con la 
adquisici—n de las habilidades necesarias para la pr‡ctica profesional de un matem‡tico 
es decir, una consolidaci—n del registro matem‡tico.  

Otro elemento importante del an‡lisis correspondiente a este episodio en comparaci—n 
con el resto de la ingenier’a did‡ctica es que en este caso el profesor cumple solamente 
el papel de gu’a durante el momento de socializaci—n en gran grupo, al contrario que en 
otras interacciones (Alvarado & Gonz‡lez, 2013a) en el que su papel es m‡s autoritario 
y de imposici—n del conocimiento. 



Referencias 

Alvarado, A., & Gonz‡lez, M.T. (2010). La implicaci—n l—gica en el proceso de 
demostraci—n matem‡tica: Estudio de un caso. Ense–anza de las Ciencias, 28(1), 
73-84.  

Alvarado, A., & Gonz‡lez, M.T. (2013a). Interactive reconstruction of a definition. 
CERME8. Antalya. Turqu’a. 

Alvarado,  A., & Gonz‡lez, M. T. (2013b). Generaci—n interactiva del conocimiento 
para iniciarse en el manejo de implicaciones l—gicas. RELIME. En prensa. 

Cobb, P. (1995). Mathematical learning and small-group interaction: Four case studies. 
In P. Cobb & H. Bauersfeld (Eds.) The Emergence of Mathematical Meaning: 
Interaction in Classroom Cultures (pp. 25-129), Lawrence Erlbaum, Hillsdale. 

Chevallard, Y. (1985). La transposition didactique; du savoir savant au savoir 
enseignŽ. Paris: La PensŽe Sauvage. 

Dreyfus, T & Tsamir, P. (2004). BenÕs consolidation of knowledge structures about 
infinite sets. Journal of Mathematical Behavior, 23, 271-300!!

Forman, E. A. (1996). Learning mathematics as participation in classroom practice: 
implications of sociocultural theory for educational reform, en Steffe, L.P., 
Nesher, P. Cobb, J.A. Goldin & B. Greer (Eds.). Theories of mathematical 
learning. Hillsdale (p. 115-130) NJ: Lawrence Erlbaum,.!

Gilboa, N., Dreyfus, T., & Kidron, I. (2011). A construction of a mathematical 
definition Ð the case of parabola. In B. Ubuz (Ed.) Proceedings of the 35th 
Conference of the PME, 2, pp. 425-432. Ankara, Turkey. 

Goetting, M. (1995). The college studentsÕ understanding of mathematical proof 
(Doctoral dissertation, University of Maryland, 1995). Dissertations Abstracts 
International, 56,3016A. 

Hershkowitz, R., Schwarz, B.B., & Dreyfus, T. (2001). Abstraction in context: 
Epistemic actions. Journal for Research in Mathematics Education, 32, 195-222. 

Iba–es, M., & Ortega, T. (2002). Reconocimiento de procesos matem‡ticos en alumnos 
de primer curso de bachillerato. Ense–anza de las Ciencias, 21(1), 49-63. 

Jacobs, V.R., & Ambrose, R.C. (2008/2009). Making the most of story problems. 
Teaching Children Mathematics 15(5), 260Ð266. 

Kidron, I. (2008). Abstraction and consolidation of the limit procept by means of 
instrumented schemes: The complementary role of three different frameworks. 
Educational Studies in Mathematics, 69, 197-216. 

Lakatos, I. (1978) Mathematics, science and epistemology. Cambridge: Cambridge 
University Press. 

Moore, R. C. (1994) Making the transition to formal proof. Educational Studies in  
Mathematics, 27(3), 249Ð266. 

Planas, N., & Morera, L. (2011). La argumentaci—n en la matem‡tica escolar: dos 
ejemplos para la formaci—n del profesorado. In E. Badillo, L. Garc’a, A. Marbˆ 
& M.  Brice–o (Eds.), El desarrollo de competencias en las clases de ciencias y 
matem‡ticas (pp. 275-300). MŽrida: Fondo Editorial Mario Brice–o Iragorry. 
Universidad de los Andes.  

Reid, D., & Knipping, C. (2010) Proof in mathematics education: Research, learning 
and teaching. Rotterdam: Sense. 

Schwarz, B., Dreyfus, T., & Hershkowitz, R. (2009).! The nested epistemic actions 
model for abstraction in context. In B. Schwarz, T. Dreyfus & R. Hershkowitz 
(Eds.), Transformation of Knowledge through Classroom Interaction (pp. 11-
42). London, UK: Routledge. 



Sohmer, R., Michaels, S., OÕConnor, M.C., & Resnick, L. (2009). Guided construction 
of knowledge in the classroom: teacher, talk, task, and tools. In B. Schwarz, T. 
Dreyfus,& R. Hershkowitz (Eds.), Transformation of knowledge through 
classroom interaction, Routledge (pp. 105Ð129). Abingdon, UK (2009). 

Steffe, L.P., & Wiegel, H.G. (1992) On reforming practice in mathematics education. 
Educational Studies in Mathematics, 23 (5), 445-465. 

Thompson, P. W. (1996). Imagery and the development of mathematical reasoning. In 
L. P. Steffe, B. Greer, P. Nesher, & G. Goldin (Eds.), Theories of learning 
mathematics (pp. 267-283). Hillsdale, NJ: Erlbaum. 

Thurston, W.P. (1994). On proof and progress in mathematics. Bulletin of the American 
Mathematical Society, 30(2), 161-177. 

Weber (2001). Student difficulty in constructing proof: The need for strategic 
knowledge. Educational Studies in Mathematics, 48(1), 101-119. 

 


